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RESUMO

Por ser um algoritmo capaz de estimar as varidveis de estado de sistemas lineares a partir de medidas
ruidosas, o filtro de Kalman mostra-se como uma possivel solu¢do para amenizar o problema de
ruido presente em sistemas de posicionamento. O problema de ruido ocorre principalmente quando os
sensores que compdem o sistema possuem uma baixa precisdo. Esse ruido pode causar uma instabilidade e
uma reducdo da confiabilidade do sistema 0 que pode vir a prejudicar ou até mesmo torna-lo invidvel para
aplicacdo. Dentre as diversas solucdes para reduzir esse problema, o filtro de Kalman mostra-se como uma
ferramenta eficiente e de facil aplicacéo e, por isso, cada vez mais utilizada para esse tipo de aplica¢do. O
presente artigo propGe a aplicacdo do filtro de Kalman a dados de posicdo de um veiculo aquético, obtidos
atraveés de um sistema de posicionamento, constatando assim a viabilidade e facilidade de sua utilizagdo para
esse tipo de aplicacéo.
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INTRODUCAO

Nos Gltimos anos a utilizacdo do filtro de Kalman para a estimacdo de estados tem recebido inimeras
contribuicdes nas mais diversas areas de aplicagdes. As aplica¢bes destas contribuicGes variam de filtragem
de trajetorias de veiculos espaciais [1], estimacdo de estados em problema de rastreamento [2], localizacdo
em robdtica movel [3], dentre outras. Na filtragem de trajetdria € realizada a filtragem de dados da trajetéria
de veiculos espaciais via estimacgdes de estado H, e H,, através das equacdes do filtro de Kalman. Em
problemas de rastreamento o filtro de Kalman € utilizado na estimagao de estados de um veiculo de dindmica
desconhecida a partir de medidas de outro veiculo. Ja na localizagdo em robdtica movel o filtro é utilizado
para estimar a posicdo real do robé em ambientes discretizados permitindo assim a autonomia do robé.

Em sistemas de posicionamento é comum existir uma diferenca entre a posi¢do calculada e a posicao real
que se deseja encontrar. Essa diferenca muitas vezes é pequena e, dependendo da aplicacdo, torna-se
irrelevante. Entretanto, diversos fatores, como ruido e uma baixa precisdo dos sensores que compde 0
sistema, podem contribuir para que essa diferencga cresca e passe a prejudicar a aplicacdo. Nesses casos, para
se obter medidas de posicdo confiaveis, é necessario utilizar técnicas para reduzir essa diferenca e tornar o
sistema novamente viavel. Uma maneira simples e eficiente de resolver esse problema seria a aplicacdo do
filtro de Kalman aos valores de posicao, obtendo assim estimativas mais proximas da posicao real.

Como forma de provar a eficiéncia e praticidade da utilizacdo do filtro de Kalman para solucionar problemas
de ruido em sistemas de posicionamento, foi aplicado o filtro de Kalman a dados de posi¢do de um veiculo
aquatico.

O filtro foi aplicado com a utilizacdo de um software de modelagem matematica e o resultado foi analisado e
discutido no artigo juntamente com a demonstracdo da forma de aplicacéo do filtro.

Com o objetivo de simplificar os calculos, o filtro foi aplicado somente a duas dimensdes (X e y).

O FILTRO DE KALMAN

O filtro de Kalman é um algoritmo recursivo simples e eficiente, capaz de estimar as varidveis de estado de
sistemas lineares a partir de medidas ruidosas dos sensores que compdem o sistema. Por esta razédo o filtro de
Kalman ¢ bastante utilizado em sistemas de navegacao e rastreamento de veiculos.



E considerado por muitos o grande avanco da teoria da estimacdo do século XX. Muitas realizacdes desde
sua introdugdo talvez ndo fossem possiveis sem ele. [1]

O objetivo do filtro de Kalman em um sistema dindmico é estimar, a cada instante e de forma 6tima, a saida
do sistema. Para isso é necessario conhecer a variavel de estado (x;) e saber que a variavel de saida (y;) esta
sendo contaminada por um ruido (u;) e por uma perturbacao (w;)

Para a aplicacdo do filtro de Kalman é necessario, primeiramente, modelar o sistema através de uma equagéo
linear. Por isso, a equagdo que definira o sistema tera a estrutura semelhante a equacéo 1. Onde x é a variavel
do sistema, a é uma constante e w € a perturbacdo do sistema, que é uma variavel aleatéria com média zero e
variancia W.

x(k+1) =axx(k)+wk) [Eq. 01]

Apos a definicdo da equacdo linear, a aplicagdo do filtro de Kalman resume-se basicamente na utilizacdo de
cinco férmulas que se referem as cinco etapas em que se divide a aplicacdo do filtro. Cada uma das etapas,
bem como a sequéncia de aplicacdo, estdo demonstradas na Figura 1 e serdo detalhadas em seguida.
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Figura 1 — Etapas e sequéncia de Aplicacdo do Filtro de Kalman

O calculo da estimativa inicial, que é a primeira etapa para a aplicagdo do filtro, € realizado através da
multiplicacdo da estimativa anterior (X,) pela constante do sistema linear (a). A primeira estimativa inicial,
onde ndo se sabe qual a estimativa anterior, é definida de forma aleat6ria e por isso ndo é possivel definir a
variancia de seu erro. A estimativa inicial é calculada através da equacao 2.

Xi =aX Xe(O) [Eq 02]

Na segunda etapa, é calculada a variancia do erro da estimativa inicial que é encontrada através da
multiplicacdo dos valores da variancia do erro da estimativa anterior (P), da variancia da perturbacdo do



sistema (W) e novamente da constante do sistema linear (a). Como foi dito anteriormente, ndo é possivel
definir a variancia do erro para a primeira estimativa inicial e por isso o valor dessa variancia é definido de
forma aleatdria e com valor geralmente elevado. A varidncia da estimativa inicial é calculada através da
equacao 3.

PP=Pxa*xW [Eq. 03]

Para as trés Ultimas etapas, serd inserido o ruido na medicdo de x(k), que é exatamente o ruido na medida
dos sensores que compde o sistema, obtendo assim um novo sistema linear com uma nova equagdo. A
medida é y(k), a constante do sistema € M e o ruido é u(k) de varidncia U. A equagdo do novo sistema sera
semelhante a apresentada pela equacéo 4.

y(1) =M x x(1) + u(1) [Eqg. 04]

Na terceira etapa utilizamos a constante do novo sistema (M), a variancia calculada na segunda etapa (PP) e
a variancia do erro da medida do sensor (U) para calcular o ganho de Kalman. O ganho de Kalman sera
utilizado para encontrar a nova estimativa (X, (1)) e a variancia do erro da nova estimativa (P) que sdo as
duas Gltimas etapas. A equacéo 5 é utilizada para calcular o ganho de Kalman.

_ MxPP
T PPXM2+U

[Eq. 05]

Na quarta etapa faremos uma nova estimativa (X, (1)) que sera a saida do filtro, ou seja, a estimativa que
desejamos encontrar. O calculo dessa nova estimativa é feito através dos valores da estimativa inicial (X;), do
ganho de Kalman (K), da medida ruidosa (y(1)), que € o valor de entrada do filtro e para a aplicacdo do
artigo serdo as medidas de posicdo do veiculo, e da constante do novo sistema (M). A equacédo 6 ¢ utilizada
para calcular a nova estimativa.

Xo(1) = X, + K{y(1) — M X x,} [Eq. 06]

Na quinta e Gltima etapa, seré calculada uma nova variancia, agora para o erro da nova estimativa. Para esse
calculo sera necessario o valor da variancia do erro da estimativa inicial (PP), da variancia do erro da medida
do sensor (U), do ganho de Kalman (K) e do valor da constante do novo sistema (M). A nova variancia pode
ser obtida através da equacéo 7.

P(1)=PPx(1—KxM)?*+ (UxXK?) [Eq. 07]

O valor da variancia do erro da nova estimativa sera utilizado para o célculo da préxima estimativa inicial,
reiniciando assim a sequéncia do filtro de Kalman.

APLICACAO E RESULTADOS

Para a aplicacdo do filtro aos valores de posi¢do do veiculo aquatico, inicialmente definimos as equacdes
lineares referentes ao sistema com e sem ruido.

Como na aplicacdo temos um movimento retilineo e uniforme que sofre uma perturbacdo, utilizamos a
funcgdo horéria do espago (s = Sy + v X t) e adicionamos a perturbacéo (w) para modelar o sistema obtendo
assim a seguinte relacéo:

Sx 1 0 dt O 50,

S 0 1 0 dt]|_ |50

Y| _ y

1=l o 1 olX|vo|t [Eq. 08]
v lo o o 1l [vo,l

Para modelar o sistema com ruido, que sdo as posicdes (x e y) com a adi¢do do ruido (u), teremos 0 seguinte
modelo:
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Definidas as equacdes lineares, foram entdo definidos os valores de inicializacdo do filtro referentes a
aplicacdo:

- Variancia do erro da medida do sensor: U = 5;

- Variancia da perturbacéo do sistema sem o ruido: W = 5;

- Primeiro valor de variéncia do erro da estimativa inicial: PP = 40.000;

- Primeira estimativa inicial (X;): x = 0ey = 10;

Para estabelecer uma referéncia e facilitar a anélise dos resultados, foram geradas, a partir do modelo do
sistema, as posicOes do veiculo caso ndo houvesse o ruido, ou seja, para medidas com erro zero.

A Tabela 1 mostra os valores de posicao antes da aplicacao do filtro, ap6s a aplicacdo do filtro e os valores
para o erro igual a zero.

Tabela 1 — Resultados

Id | X (Antes) | X (Fitrado) | X (Erro Zero) | Y (Antes) | Y (Fitrado) | Y (Erro Zero)
1 [ 0,2256 0,2256 -2,194 9,84 9,84 10,0
2 | 23,7659 23,765 18,4605 10,6243 10,6241 10,0
3 | 43,5079 44,1408 42,9952 13,0707 12,8858 10,0
4 | 57,3707 59,8943 57,9669 10,4021 11,0757 10,0
5| 80,6458 79,9924 79,0768 8,788 9,1597 10,0
6| 97,7779 98,568 98,8682 13,6542 12,6656 10,0
7 | 127,7865 122,4234 123,6219 11,8452 12,2196 10,0
8 | 142,6559 142,6837 140,1809 10,516 10,8898 10,0
9 | 154,8378 159,8916 157,5827 11,5018 11,3053 10,0
10| 175,9876 178,3693 177,4855 8,8639 9,2943 10,0
11| 206,8795 | 200,7609 203,8811 11,9149 11,2618 10,0
12| 225,2001 | 222,0305 224,3323 10,6004 10,8077 10,0
13| 244,535 242,8034 243,6561 11,3975 11,2944 10,0
14| 253,3739 | 260,5241 257,1916 7,6581 8,3514 10,0
15| 280,032 280,3451 279,5225 13,4339 12,2813 10,0
16| 301,0883 | 300,4454 299,5552 10,9714 11,4441 10,0
17| 319,2637 | 320,1346 320,6876 5,7132 6,774 10,0
18| 336,4783 | 339,3123 338,7202 11,0508 9,881 10,0
19| 357,3989 | 358,8145 357,8139 12,8495 12,4065 10,0
20| 376,644 378,2622 379,0009 11,4278 11,875 10,0

Para facilitar a visualizacdo dos resultados, os dados foram apresentados também de forma gréafica através da
Figura 2:
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Figura 2 — Resultados

Por fim, como forma de comprovar a redugdo do erro ap6s a aplicagdo do filtro, foi calculado o erro médio
quadratico antes e apds a aplicacéo. Os resultados estdo apresentados na Tabela 2:

Tabela 2 — Erro Médio Quadratico

Eixo | Antes | Depois
X 5,6 4,215
Y 4,2943 | 2,9644

CONCLUSAO

Através da analise dos resultados € possivel concluir que houve uma reducdo do erro apés a utilizacdo do
filtro. Essa reducdo se confirma através da analise do erro médio quadratico antes e depois da aplicacdo do
filtro. Tanto para o eixo X, quanto para o eixo Yy, esse erro sofreu uma reducéo significativa.
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